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Instrucdes Gerais

Apbs a aplicacdo, a escola deve manter sob sua custddia a Prova (e rascunhos, se houver) e a Folha de Respostas. Todo
esse material deve ficar guardado, sendo vetada qualquer publicacdo das questdes ou comentarios sobre a prova até a
divulgacdo dos premiados. A manutencdo do sigilo é responsabilidade de todos e ha san¢fes em caso de quebra do
sigilo! Apos essa data, a escola podera entregar a Prova aos participantes, mas deverd manter consigo a Folha de
Respostas, pois elas podem ser solicitadas.

Na modalidade presencial, a escola devera providenciar uma lista de presenca e registrar com fotos a aplicacéo e
realizacdo da prova. Tais registros poderao ser solicitados.

A participacdo dos alunos é individual e deve ser identificada com um documento com foto (RG, Carteira de estudante
ou Carteira escolar). Caso a prova seja presencial os dados devem ser verificados pela equipe de aplicacdo. Caso a prova
seja feita a distancia, o estudante deve incluir foto do documento nas suas resolugdes.

As provas deverdo ser corrigidas pela escola participante. A escola esta recebendo os gabaritos e critérios de correcao,
e devera enviar um relatorio completo de desempenho de seus alunos na prova. O relat6rio sera disponibilizado em
nosso site e por & poderéa ser acessado.

O prazo final para o envio do Relatdrio de Desempenho dos Estudantes sera prorrogado e as escola terdo até o dia 30 de
outubro para enviar as informagdes e notas de seus alunos.

A escola deve manter todos o0s arquivos e todas as provas e resolucdes fisicas dos seus alunos até o resultado final da
OPM 2022. Ao longo do processo de analise das notas, provas podem ser solicitadas para recorre¢do ou comparagao
entre notas muito proximas. Caso a escola ndo envie os arquivos quando solicitados, as sangdes podem chegar até a
desclassificagdo da OPM 2022.

Apos receber de cada escola inscrita o Relatério de Desempenho dos seus participantes na Fase Unica, a Comisso
Organizadora ir4 analisa-los e entdo divulgara em seu site a lista de premiados, sendo este o Unico instrumento valido
de divulgagdo dos resultados.

A cerimdnia de premiacéo sera realizada em data a se confirmar. A publicagdo dos resultados e a cerimdnia de premiacao
serdo exclusivamente virtuais, por video conferéncia.

Qualquer irregularidade deve ser imediatamente comunicada por e-mail.
Agradecemos muito pela sua participacdo, envolvimento e colaboracéo.

Comissdo Organizadora — OPM 2022.


http://www.opm.mat.br/
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PROBLEMA 1 — Nivel Alfa— Campeonato Argentino

Solucéo

7 - - 31+24+36
a) A media de pontos foi — = 1,110.
94+3-10
93+10
99+3-10
20 > 1,252.
93+10

c) Se Vélez Sarsfield perder os ultimos 10 jogos tera média de pontos 11:‘1010 = 1,350. Dessa maneira, a média de pontos de Vélez

sera maior do que as médias de pelo menos dois clubes (Patronato e Aldovisi) e o clube ndo sera rebaixado.

b) Se Patronato vencer os Gltimos 10 jogos, tera média de pontos = 1,204.

Se Aldovisi vencer os ultimos 10 jogos, terd média de pontos

Critérios de corregédo

Como trata-se de uma questdo com valores aproximados o aluno néo teve ser penalizado por valores com mais ou com menos
casas decimais. Cada erro de conta que sejam mais do que apenas de aproximagdo devem ser penalizados em 0,1 ponto.

Item a: 0,4 ponto

¢ USO COITELO da TOTMIULA ... .oviiiiiiiiii et bbbt E bt b et e e nn bt nb e eb e se e e nn e re e 0,2 ponto
CIAVA:Y (o) dreTe) v 1o N 00 0 SRR PR SRR +0,2 ponto

Item b: 0,8 ponto

 Argumentar que no maximo cada equipe Pode SOMAr 30 PONTOS ......c.erveiiirriirerieerre ettt eb et eresre e 0,4 ponto
* Valor correto de 1,204 Para 0 PAtFONALO .........cccveiieiiiiiiiie e e ettt s et e e e st e s teesteesbeenseasbesteesraesteesteaneesnees +0,2 ponto
* Valor correto de 1,252 Para 0 AIOVISE ...ccviiuiiiiiiieiecie ettt ettt s e st e e steebe et e enbesteesraesteesteasaesnees +0,2 ponto

Item c: 0,8 ponto

« Calcular menor média possivel do Velez igual a aproximadamente 1,350........ccceiiiriiiiiniiiiieise e 0,4 ponto
+ Concluir que a média do Velez serd maior que as médias das outras duas EQUIPES ........ccccereererreirerieieseneesie e +0,4 ponto
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PROBLEMA 2 — Nivel Alfa — Apostas Esportivas

Solucéo

a) Ha 3 resultados (2, 4, e 6) resultados favoraveis, enquanto ha 3 resultados desfavoraveis (1, 3 e 5). Portanto a chance é 3/3 =
1/1 (1 para 1).

b) Se p é a probabilidade de o Brasil vencer a Copa, temos

—1 919—2 21) p—z
_ = s = — B = —
2 p 11
_1-p _ _ _ 1
C)C_—p :}pc_l—p:)p(c+1)_1=>p_—c+1

d) Receberd 750 - 100 + 100 = 75100 reais.
e) Ao apostar x reais na Australia, em caso de vitoria recebe-se

0,65x + x = 1,65x reais

Assim, para receber 100 reais é preciso apostar x = % = R$60,61.

0 ~R$30,30 e ~2 ~
4,5+1

10
2,30+1

f) Similarmente, para receber 100 reais em casos de vitdria de Inglaterra e empate, é preciso apostar
R$18,18, respectivamente.
Assim, para garantir 100 reais é preciso apostar
60,61 + 30,30 + 18,18 = R$109,91.
g) Os sites que melhor pagam em cada caso estdo indicados na tabela a seguir:

Resultado Site Chance
Vitéria do Brasil C 1/2
Empate BeD 10/3
Vitéria da Sérvia B,C,DeF 6/1

h) Para receber 100 reais em cada possivel cenario descrito pela tabela acima é preciso apostar % = R$66,67, % = R$23,08 e
3

2
g = R$14,29, respectivamente. Ou seja, para garantir receber um total de 100 reais é preciso apostar

66,67 + 23,08 + 14,29 = R$104,04.

Critérios de corregéo
Cada erro de conta que sejam mais do que apenas de aproximacéo devem ser penalizados em 0,1 ponto.

Item a: 0,2 ponto

@ RESPOSLA 3/3 OU 1/ L.ttt b bttt R R Rt E R bRttt Rt Rt bt b et re e 0,2 ponto

* Resposta % .......................................................................................................................................................................... 0,2 ponto

» Demonstracéo corretade p = ﬁ ........................................................................................................................................ 0,4 ponto

¢ Calculo do ganho de 750 - 100 = 75000 ........ceiueriierueeaereeesteseerestesterasseseesessessesessessesessessesessessesessessessesessessesessessesesseeas 0,2 ponto

+ Recebimento total de 75100 (caso o aluno escreva diretamente 750 - 100 + 100 deve ganhar pontuagdo completa).... +0,2 ponto
Pauta para resposta sem justificativa

* Apenas 1eSPOSta SEM JUSTITICATIVA . .......eviiitiieiiti ettt bttt ettt bbbt sb e st et sb e st ebesbeseabesbe e 0,2 ponto

* EQUac8o 0,65x 4 x = 100 OU EQUIVAIENTE........ciiieiiiiicecti sttt st e st et e b s e ebesa e s e ete st et ebesbe e eresae e 0,2 ponto
O 1T [V o N o [T T 2 YT X T +0,2 ponto

* Apenas reSpPOSta SEM JUSTITICALIVA .......cviiiiiriiiirisiii et b bbbt sr bbbt et snenne s 0,2 ponto




Item f: 0,4 ponto

* Valores 30,30 (Inglaterra) € 18,18 (EMPALE) .....c.ueruirieruertirieeiieie ettt sttt e bbbt sbe e e b e b sbeese e e e seesaeneas 0,1 ponto cada
 Concluir com 0 Valor fiNAL 08 109,971 ... .ottt e bt bbbt bt e s e e b et sb e b e sbeebees e e e e eeneenas +0,2 ponto
Pauta para resposta sem justificativa
* Apenas reSPOStA SEIM JUSTITICALIVA ......eveiiiiei ittt ettt e st b et n e b e sre e s re e reenesnneaneenreenneen 0,2 ponto

Item g: 0,6 ponto

+ Chances que pagam melhor 1/2, 10/3 e 6/1 com pelo menos um site indicado em cada ............ccccvverviireiinenenas 0,2 ponto cada

Item h: 0,4 ponto

» Um, dois ou trés valores corretos de 66,67, 23,08 € 14,29 ....cccccvciiiiiiieiiie ettt 0,2 ponto
Y1 (o] g (o] eI To] g €= (o (TN 2 S +0,2 ponto

* Apenas 1eSPOSta SEM JUSTITICATIVAL. .......cveiiriiiiitiiei ettt bbbttt ettt nb ettt sb et ebenne e 0,2 ponto




PROBLEMA 3 — Nivel Alfa — Paradoxo de Braess

Solucéo
4000
100

O trecho A - Final leva 45 minutos.

a) O trecho Inicio — A leva = 40 minutos.

Assim o tempo médio para ir do Inicio ao Final leva 85 minutos (ou 1h25min).

b) Seja a o nimero de carros passando por A em um equilibrio. Entdo o caminho por A leva % + 45 minutos, enquanto o caminho

4000—a
100

Como ocorre 0 equilibrio devemaos ter

por V leva 45 + minutos.

@ | 45=4542000-a = 2000
100 = 100 %7

O tempo meédio de cada trajeto seria % + 45 = 65 minutos.

c¢) Tempo no trecho Inicio - A: % = 20 minutos.

Tempo no trecho A — B: 10 minutos.

Tempo no trecho B — Final: % = 20,01 minutos.

Assim esse motorista levaria 20 + 10 + 20,01 = 50,01 < 51 minutos.
d) Caminho Inicio —» A — Final leva t, = % + 45 minutos.

Caminho Inicio » A — B — Final leva t, = 7+ 10 + = minutos.
Caminho Inicio — B — Final leva t; = 45 + > minutos.

ety =ty =>n, =ng=n

t;=t, = —+45 =—+ 10 + — = n = 3500
100 100 100

f) Todos os carros que chegam a B devem sair, portanto n, + n; = ns. Todos os carros devem chegar ao Final, logo n, + ng =

4000.
g) Sabemos que

n, +n, = 4000
n, =n, +ns

l N + nz = ng
n, + ng = 4000

Inl =ngs = 3500

Portanto

ns = 3000

{nz =500
ng = 500

h) Temos t, = t, = t;. Basta calcular um desse valores.

t, = %+45 = 35 + 45 = 80 minutos

Critérios de corregéo

Item a: 0,3 ponto

* Encontrar 0 tempo mE&dio de 85 MUNULOS .......ueiviiiiiiiiieiiiii ittt 0,3 ponto
Item b: 0,4 ponto

* Perceber que 2000 carros seguem cada caminho por simetria, resolvendo a equacgéo ou equivalente ............ccccvervvirennne 0,2 ponto

* Encontrar 0 tempo MEAIO A8 65 MINULOS ........cviuiieiitiiieiite ettt sttt sttt ettt sttt st ettt ne et seese st e e +0,2 ponto

Item c: 0,3 ponto

« Escrever explicitamente 20 min, 10 min e 20,01 min (0u apenas < 21 MiN) .....cccoviiiriiiniieee e

0,1 ponto cada

Item d: 0,6 ponto

¢ EXPIessOes —mm 4 45,k 4 10 4 2 @ 45 4w ettt
100 100 100 100

0,2 ponto cada




Item e: 0,4 ponto

* Calcular corretamente 71; = 3500 € 715 = 3500 ...cuveiieiiiiisie e e s re et et ae e e nraenreens 0,2 ponto cada

® PAIE Bl 713 - 714 = Thg eiiieiiiiit iR R bt 0,2 ponto
@ Para FINAL: 705 4 705 = 4000 ....eciiieiiieieieiie ittt b bbb et ar bbbt n e r e 0,2 ponto

LY (o] (=T L= P - 7 OSSR 0,1 ponto cada |

Item h: 0,3 ponto

* Concluir usando um dos caminhos possiveis que 0 novo tempo médio & 80 MINULOS ...........coveiririiireiinineieese e 0,3 ponto |




PROBLEMA 4 — Nivel Alfa — Numeros Fofos

Solucéo
a) 7 =1+ 2+ 4 é um namero fofo.

Sen = a+ b+ c é umarepresentacdo fofade n,como0 <a < bea | b,temos b = 2a.
Da mesma forma,c >2b>4a=a+b+c=>4a+2a+a=7a=>7.
Logo todo nimero fofo é maior ou igual a 7, e entdo 7 é o menor nimero fofo.

b)9=1+2+6,11=1+4+2+8e2023 =1+ 2+ 2020 sdo representacdes fofas dos nimeros pedidos.

c) Como 7 é o menor nimero fofo, os impares 1, 3 e 5 ndo sdo fofos. Veja que n = 2k + 1, com k = 3 inteiro é fofo, pois n =
2k +1 =142+ (2k — 2) é umarepresentacdo fofade n,pois1 <2 <2k—2,112e2 |2k —2.

Logo todo impar > 7 é fofo.

d) 2022 =2+ 4+ 2016 e 2024 = 8 + 16 + 2000 s&o representacdes fofas dos nimeros 2022 e 2024.

eg)Sen=a+b+c,coma<b<c,alb,bl|c entdo2n=2a+2b+ 2c,emque 2a < 2b < 2¢, 2a | 2b, 2b | 2c. Logo 2n é
fofo.

f) Seja b um namero impar fofo; assim existem x,y,zcomx <y <z, b=x+y+zex | yey | z. Multiplicando por 2¢ obtemos
b =2%+ 2% + 2%z, com 2% | 2%y e 2%y | 2%z. Logo 2%b é também fofo.

g)16 =1+3+12e48 = 3 + 9 + 36 sdo representacdes fofas.

h) Utilizando os itens c e f, podemos concluir que um ndmero ndo fofo deve ser da forma 2%b, em que a é natural e b € {1; 3; 5}.
Sea=4,2%% =2%*+3-2%* + 12 - 2%*h é um nimero fofo.

Assim se n ndo é fofo, n € {1;2;4;8;3;6;12;24; 5;10; 20; 40}.

Note que 40 = 1 + 13 + 26 é fofo.

Mostraremos que 24 ndo é fofo e entdo é o maior nimero néo fofo.

Como feito no item a, se 24 = a + b + c é uma representa¢do fofa de 24, temos 24 = 7a = a < 3.

Sea=1,24=a+b+c=23=b+c.Comoblc,b|lb+c=23= be{1;23}. Comoa<b, b=23, mas entdo c =0,
um absurdo.

Sea=2,24=a+b+c=b+c=22.Comoblc,b|lb+c=22=be{1;2;11;22}. Como a|b e a<b, temos b =
22 = ¢ = 0, um absurdo.

Sea=3,24=a+b+c=b+c=21.Como blc,blb+c=21=b€e{1;3;7;21}. Como alb e a< b, temos b =
21 = ¢ = 0, um absurdo.

Logo 24 é o maior nimero néo fofo.

Critérios de corregéo

Item a: 0,4 ponto

® PIOVAE QUE 7 € OO ...ttt bbbt bbbt b e R Rt b e bt be bt be b e b nae e 0,2 ponto
* Provar que todo nimero menor que 7 NE0 € TOFO ..o e +0,2 ponto

*» Representagdes fofas 8 9, 11 € 2023 ........c.ooiiiiiieiie ettt ettt ettt sttt sttt sttt ne et ne e erenaeneas 0,2 ponto cada ’

Item c: 0,2 ponto

* Prova de que todo impar maior que ou igual @ 7 € TOTO ......ceiviiiiiiiccse e 0,2 ponto ’




Item d: 0,4 ponto

* Representacdes fofas de 2022 € 2024 ..ottt bbb h bbbttt ae e e 0,2 ponto cada ‘
Item e: 0,2 ponto

* Prova correta ou simplesmente citar que pode dobrar as Parcelas...........cueveviiieiiiiieii e 0,2 ponto \
Item f: 0,2 ponto

* Prova correta ou simplesmente citar que pode multiplicar as parcelas POr 2% ........ccccvveviiieeeeieesese s 0,2 ponto ‘
Item g: 0,4 ponto

* RepresentaGies FOTaS A8 16 € 48 ..ottt ettt et b bbbt eb bttt r et b e nr et 0,2 ponto cada ‘
Item h: 0,6 ponto

* Prova qUE 24 NE0 € TOT0 ......iiiii ettt R et e R e et et et e Een Rt ereere et e eenrenre e 0,4 ponto

* Prova de que todo nimero maior qUE 24 € TOTO .........ouiiiiiiiiii e +0,2 ponto




PROBLEMA 5 — Nivel Alfa — Quadrados

Solucéo
a) Temos que area = (lado)?, de modo que o lado do quadrado ABCD é 2.

b) Al = AH pois sdo lados de um mesmo quadrado.
QAI = PAH ,pois QAI + IAP = QAP = 90° = IAH = 1AP + PAH.
AIQ = AHP, pois AIQ + IQA + QAI = 180° = AHP + HPA + PAH, QAl = PAH e IQA = 90° =
HP A pela construcio das retas paralelas aos lados do quadrado ABCD.

¢) Do mesmo modo, DH = DG pois sdo lados de um mesmo quadrado, ODH = 90° — HDN = NDG e DHO =
180° — ODH — 90° = 180° — NDG — 90° = DGN. Logo os triangulos DOH e DNG s&o congruentes por
ALA

d) Repetindo a mesma ideia dos itens anteriores, BE = BF , JBE = 90° — EBK = KBF e BE] = 180° — 90° —
JBE = 180° — 90° — KBF = BFK. Assim os tridngulos BJE e BKF s&o congruentes por ALA.

e) Assim como anteriormente, os triangulos CMG e CLF sdo congruentes pois tem 0s mesmos angulose CG = CF.
Logo, FK=JE=y, LF=LK —FK=BC—y =2 —y, NG= NM + MG =DC +LF =2+ 2 —y =

4 — y.

f) Continuando o processo, PH
BA+ PH =y+2+6-y

PO + OH = AD + NG =2+ 4 -y =6—y,EI=E/+ JQ+QI=y+
B, logox = 8.

Critérios de correcgéo

Item a: 0,4 ponto

L TG Lo TSP P PR OPPPR 0,4 ponto

Item b: 0,6 ponto

« Provar as igualdades AI = AH, QAI = PAH e AIQ = AHP (esta Gltima podia ser indicada diretamente do fato de serem dois
EIANGUIOS TEEANGUIOS) ... vttt bbbt b bbb bbbt bbbttt b bbbttt 0,2 ponto cada

Item c: 0,6 ponto

« Provar as igualdades DH = DG, 0DH = NDG e DHO = DGN (ou apenas dizer que sdo tridngulos retangulos) . 0,2 ponto cada

Item d: 0,6 ponto

« Provar as igualdades BE = BF, JBE = KBF e BE] = BFK (ou apenas dizer que so tridngulos retangulos) ...... 0,2 ponto cada
+ Se o aluno ja fez o item b ou o item ¢ completo, entdo ele pode citar que € aNAIOJO ...........cevveireiiiieieie e 0,6 ponto

Item e: 0,4 ponto

S PIOVAL QUE LF 5 2 — ) oottt ekt E R R Rt Rttt R e R r et nreenre e 0,2 ponto
O PIOVAL QUE NG T 4 — ettt e Rt R et E R R R Rttt R e n s +0,2 ponto

@ PIOVAL QUE PH T 6 — Yttt h e et e et a R Rt R Rt R e R r e r et nr e nre e 0,2 ponto
® PIOVAL QUE X T 8 .ot R R Rt Rttt r et +0,2 ponto




PROBLEMA 6 — Nivel Alfa — Dominés

Solucéo
a) Podemos particionar o conjunto em {1; 11}, {2; 123}, {3; 4}, {5; 6}, {7; 8}, {9; 10}, {13; 14}, ..., {2k + 1; 2k + 2}, ..., {59; 60}.

b) As excec¢des sdo {10; 11}, {20; 213}, {30; 31}, {40;41} e {50;51}.

c¢) O namero que forma o subconjunto com 41 é 40. Para tal, note que cada dominé cobre uma casa de cada cor, existem 30 casas
de cada cor e o par {10; 11} cobre duas casas cinzas. Assim, algum par deve cobrir duas casas brancas ou entdo o nimero de casas
cinzas cobertas € maior do que o nimero de casas brancas. Dentro das excegGes, 0s Unicos pares que cobrem duas casas brancas sao
{20; 21} e {40; 41}. Porém, 20 € {20; 30}, assim o par {40; 41} deve estar na particéo.

d) {10; 113}, {30;31} e {50; 51}. Esses conjuntos cobrem duas casas cinzas cada. Qualquer par que € domind cobre uma casa de
cada cor. As Unicas outras excegdes sdo {20;21}, {40;41}, que cobrem duas casas brancas. Assim, se escolhermos os trés
subconjuntos citados, a quantidade de casas cinzas cobertas € maior do que a quantidade de casas brancas cobertas, o que é falso.

Critérios de correcéo
Item a: 1,0 ponto

O aluno pode indicar a construcdo de pares usando uma figura.

* Indicag@o de maneira correta (ndo precisa listar t0d0S 0S PATES) .....civeiireiriiiiiiiiiiierie et sr s n e e e nneens 1,0 ponto
Pontuacdo Parcial
* Indicagéo de pelo menos cinco pares além de {1,11} e {59,60} sem completar 0s 30 SUDCONJUNLOS........ccovveveririciiiririennae 0,5 ponto

Item b: 1,0 ponto

« Pares {10; 11}, {20; 21}, {30; 31}, {40541} € {50; 51} ..ciiiiiiiiiiiii e 0,2 ponto cada
« Citar um ou mais pares fora dos lStadoS ........c.cccvevieiieiiic e -0,2 ponto cada (pontuagdo minima 0)

* Resposta 40 (MeSMO SEM JUSEITICALIVA) ......oiviiitiiiiiieieee ittt et bbb et sb e et b 0,4 ponto
* Notar que cada dominG cobre UMa Casa A CAUA COT .........ccuiiuiieeieiiitiitesteste e et e et e stestestesteebaese et e aesresbesbesresseesseseesresrees 0,2 ponto
* Notar que {10,11} CODIe dUAS CASAS CINZAS .........ccveiiriiiereiteitete ettt ettt te st se et e st et eteebe st ebeebe st eresbe b eresbe st eseebesbeseerensens +0,2 ponto
* Eliminar a possibilidade {20,217 ......cc.iiiiieceee ettt bbbt et b e bttt b bt ens +0,2 ponto

Item d: 1,0 ponto

* Qualquer solugdo correta com justificativa como na solugdo ou usando os pares {2,3} e {11,12} que isolam o 1............. 1,0 ponto
Pauta para resposta sem justificativa
o Apenas reSPOSta SEM JUSTITICALIVA .......c.viriiiririiirisiii ettt ettt b bt bt et e e nn bbbt eennenne e 0,4 ponto




PROBLEMA 7 — Nivel Alfa — NUmeros Felizes

Solucéo
a)3—>9-81-65-61-[37]> 58-89 145 —» 42 - 20 > 4 > 16 - [37]
19 -82-68—-100->1

23-13->10-1

Por isso, 19 e 23 sdo felizes, e 3 ndo é feliz, pois o processo se repete periodicamente a partir do 5° passo, sem passar pelo nimero
1.

b) 1111111 e 1111112 séo felizes, pois 1111111 -7 - 49 -97 - 130 - 10 > 1e 1111112 - 10 —» 1.

c) 356 - 70 - 49 - 97 - 130 - 10 — 1: altura 6
78999 —» 356 - 70 - 49 - 97 - 130 » 10 — 1: altura 7

7 iteragoes

378899..9 594494+ 64 + 64+ 81-973 = 78999 ——— 1: altura 8
973

. , , 10™-1 . , . Lo ~
d) Se n é um numero de altura k, 0 nimero 5— = 11..1 € umnimero de altura k + 1, pois a primeira iteracdo desse resulta em

n
1037889..9_1

n. Entdo, por exemplo, 10 ~L em que ha 973 noves em 37889 ... 9, é um nimero de altura 10.

9

e) Para podermos aproveitar o fato de que 130 — 129 =1 e 133 — 129 = 4, e como 193 — 129 # 9, convém fazer com que 0
Gltimo algarismo do quarto nimero, cuja soma dos quadrados dos digitos é 193, seja 9. Observando que 193 = 92 + 82 + 42 +
42 + 4% e que 4% + 42 + 4% 4+ 92 = 129 (sorte grande!), encontramos os nimeros felizes 44489, 44490, 44491 e 44492, cujas
somas dos quadrados dos algarismos s&o, respectivamente, 193, 129, 130 e 134.

Observacdo: um possivel erro de conta é trocar 193 por 203. Mas 203 também ¢é feliz, pois 203 - 13 - 10 — 1.

Em tempo: a seguir listamos todas as sequéncias de quatro nimeros consecutivos felizes com até seis algarismos (obtidos com um
programa de computador). Note que 44488 também é feliz, de modo que os cinco consecutivos 44488, 44489, 44490, 44491 e
44492 sdo felizes. Os exemplos com as somas sugeridas pelo problema estdo em negrito

7839, 7840, 7841, 7842

8739, 8740, 8741, 8742

11248, 11249, 11250, 11251
12148, 12149, 12150, 12151
21148, 21149, 21150, 21151
44488, 44489, 44490, 44491
44489, 44490, 44491, 44492
44939, 44940, 44941, 44942
49439, 49440, 49441, 49442
70839, 70840, 70841, 70842
78039, 78040, 78041, 78042
80739, 80740, 80741, 80742
87039, 87040, 87041, 87042
94439, 94440, 94441, 94442
101248, 101249, 101250, 101251
102148, 102149, 102150, 102151
110248, 110249, 110250, 110251
112048, 112049, 112050, 112051
120148, 120149, 120150, 120151
121048, 121049, 121050, 121051
201148, 201149, 201150, 201151
210148, 210149, 210150, 210151
211048, 211049, 211050, 211051
222688, 222689, 222690, 222691
222689, 222690, 222691, 222692
226288, 226289, 226290, 226291
226289, 226290, 226291, 226292
236839, 236840, 236841, 236842

238639, 238640, 238641, 238642
258598, 258599, 258600, 258601
258599, 258600, 258601, 258602
262288, 262289, 262290, 262291
262289, 262290, 262291, 262292
263839, 263840, 263841, 263842
268339, 268340, 268341, 268342
283639, 283640, 283641, 283642
285598, 285599, 285600, 285601
285599, 285600, 285601, 285602
286339, 286340, 286341, 286342
288894, 288895, 288896, 288897
288984, 288985, 288986, 288987
289884, 289885, 289886, 289887
298884, 298885, 298886, 298887
326839, 326840, 326841, 326842
328639, 328640, 328641, 328642
359994, 359995, 359996, 359997
362839, 362840, 362841, 362842
368239, 368240, 368241, 368242
382639, 382640, 382641, 382642
386239, 386240, 386241, 386242
395994, 395995, 395996, 395997
399594, 399595, 399596, 399597
399954, 399955, 399956, 399957
404488, 404489, 404490, 404491
404489, 404490, 404491, 404492
404939, 404940, 404941, 404942
4094309, 409440, 409441, 409442

440488, 440489, 440490, 440491
440489, 440490, 440491, 440492
4409309, 440940, 440941, 440942
444088, 444089, 444090, 444091
444089, 444090, 444091, 444092
449039, 449040, 449041, 449042
456639, 456640, 456641, 456642
465639, 465640, 465641, 465642
466539, 466540, 466541, 466542
490439, 490440, 490441, 490442
494039, 494040, 494041, 494042
528598, 528599, 528600, 528601
528599, 528600, 528601, 528602
539994, 539995, 539996, 539997
546639, 546640, 546641, 546642
564639, 564640, 564641, 564642
566439, 566440, 566441, 566442
582598, 582599, 582600, 582601
582599, 582600, 582601, 582602
593994, 593995, 593996, 593997
599394, 599395, 599396, 599397
599934, 599935, 599936, 599937
622288, 622289, 622290, 622291
622289, 622290, 622291, 622292
623839, 623840, 623841, 623842
628339, 628340, 628341, 628342
632839, 632840, 632841, 632842
638239, 638240, 638241, 638242
645639, 645640, 645641, 645642



646539, 646540, 646541, 646542
654639, 654640, 654641, 654642
656439, 656440, 656441, 656442
664539, 664540, 664541, 664542
665439, 665440, 665441, 665442
678884, 678885, 678886, 678887
682339, 682340, 682341, 682342
683239, 683240, 683241, 683242
687884, 687885, 687886, 687887
688784, 688785, 688786, 688787
688874, 688875, 688876, 688877
699798, 699799, 699800, 699801
700839, 700840, 700841, 700842
708039, 708040, 708041, 708042
768884, 768885, 768886, 768887
777794, 777795, 777796, 777797
777974, 777975, 777976, 777977
779774, 779775, 779776, 779777
780039, 780040, 780041, 780042
783999, 784000, 784001, 784002
786884, 786885, 786886, 786887
788684, 788685, 788686, 788687
788864, 788865, 788866, 788867
797774, 797775, 797776, 7197777
800739, 800740, 800741, 800742
807039, 807040, 807041, 807042
823639, 823640, 823641, 823642
825598, 825599, 825600, 825601

Critérios de correcéo

825599, 825600, 825601, 825602
826339, 826340, 826341, 826342
828894, 828895, 828896, 828897
828984, 828985, 828986, 828987
829884, 829885, 829886, 829887
832639, 832640, 832641, 832642
836239, 836240, 836241, 836242
852598, 852599, 852600, 852601
852599, 852600, 852601, 852602
862339, 862340, 862341, 862342
863239, 863240, 863241, 863242
867884, 867885, 867886, 867887
868784, 868785, 868786, 868787
868874, 868875, 868876, 868877
870039, 870040, 870041, 870042
873999, 874000, 874001, 874002
876884, 876885, 876886, 876887
878684, 878685, 878686, 878687
878864, 878865, 878866, 878867
882894, 882895, 882896, 882897
882984, 882985, 882986, 882987
886784, 886785, 886786, 886787
886874, 886875, 886876, 886877
887684, 887685, 887686, 887687
887864, 887865, 887866, 887867
888294, 888295, 888296, 888297
888674, 888675, 888676, 888677
888764, 888765, 888766, 888767

Item a: 1,0 ponto

888924, 888925, 888926, 888927
889284, 889285, 889286, 889287
889824, 889825, 889826, 889827
892884, 892885, 892886, 892887
898284, 898285, 898286, 898287
898824, 898825, 898826, 898827
904439, 904440, 904441, 904442
928884, 928885, 928886, 928887
935994, 935995, 935996, 935997
939594, 939595, 939596, 939597
939954, 939955, 939956, 939957
940439, 940440, 940441, 940442
944039, 944040, 944041, 944042
953994, 953995, 953996, 953997
959394, 959395, 959396, 959397
959934, 959935, 959936, 959937
969798, 969799, 969800, 969801
Q77774,977775,977776, 977777
982884, 982885, 982886, 982887
988284, 988285, 988286, 988287
088824, 988825, 988826, 988827
993594, 993595, 993596, 993597
993954, 993955, 993956, 993957
995394, 995395, 995396, 995397
995934, 995935, 995936, 995937
996798, 996799, 996800, 996801
999354, 999355, 999356, 999357
999534, 999535, 999536, 999537

* Provar QUE 3 NA0 € TRIIZ ......ocuiii ittt ettt et et e b e be bt e r e et et e b e b e e be b e e R e e Rt et e b e beeheereere et e nrenre et e
* Provar qUE 19 € 23 SA0 fEIIZES .....veuveeiriitiitiitteii ettt

Item b: 1,0 ponto

* Qualquer par de nimeros felizes consecutivos com prova de que séo felizes
Pauta para resposta sem justificativa

* Apenas resposta sem justificativa

Caso o0 aluno erre a altura do 356, mas verifique que as outras duas sdo essa altura +1 e +2, entdo deve perder apenas 0,1 ponto

por erro de conta.

Item c: 1,0 ponto

L AN 110 W (o R o TS 0,4 ponto
L AN 10T Wo (o A= L TR +0,2 ponto
© ATTUFE 0 3788199 ... 9 .ottt b bbbt s b e e e bbb £ R e R e e R £ e b e bt AR e R e Rt R e e R e e e e b eh e bt e Rt eh e et et nae b nes +0,4 ponto
973
Item d: 1,0 ponto
« Explicar que tendo n de altura h podemos obter m de altura A 4+ 1 usando 7 UNS OU OULIO arguMENto ..........ccvvververerrenae 0,5 ponto
* Explicar como obter um numero feliz de altura 10...........cociiiiiiiiiiiiiii s +0,5 ponto
Item e: 1,0 ponto
* Quatro ntimeros felizes consecutivos com prova de que SE0 TEIIZES ......cviiiiiiiiiii 1,0 ponto
Pauta para resposta sem justificativa
* Apenas resposta sem justificativa de qUe SA0 TElIZES ........oovviiiiiiiii i 0,5 ponto
* Apenas trés NUMEros CONSECULIVOS TEIIZES ... ...viiuiiiriiirieiricie ettt enneen 0,0 ponto

0,6 ponto
0,2 ponto cada

1,0 ponto

0,5 ponto




XLVI OLIMPIADA PAULISTA DE MATEMATICA
Fase Unica (outubro de 2022)

Nivel S (82 e 92 anos do Ensino Fundamental)

www.opm.mat.br
PROBLEMA 1 — Nivel Beta — Esperanca Pitagdrica Beta

Solucéo
o e 6362 , cs 6362 N
a) % de vitérias = —-——= = numero esperado de vitorias = ———— - 162 = 77 Jogos
6362 + 6882 6362 + 6882

b) Sejam CF = corridas feitas, CS = corridas sofridas. Entéo

—CFZ 0,64 0,36 - CF? 0,64 - CS? <CF>2 <0’8>2 cF
— = . = . o [ — = | — E — = —
CF? 4+ CS? ’ ’ ’ CS 0,6 CS 3

c) Conforme explicado, a qualidade de um time é % e a qualidade de seus adversarios é % . Assim a porcentagem de vitérias seria

n

m_ _ _n
n m .
—+— n? +m?
m n

Critérios de correcgéo

Item a: 0,8 ponto

* Substituiu 0 valores corretos Na fOIMUIA . .........uiviiiiiiiiiiie et ne e 0,4 ponto
¢ ENCONTIOU O NUIMETO A€ VITOTIAS ..11vvvviviiiiitititetitetetetetesesesetesesesesesesesesessssss s e sesssssesssess s sasse s s s s ae s eesaese s es e e s s e seseassssesessensessesensrrnns +0,4 ponto

* MONtOU @ EQUAGAD COITELA COM CF € CS...ouiiueieieieeiee ettt ettt b bbbt b e bbbt bt h e e b et sb e bt e bt et e e b e et e e bt 0,3 ponto
» Encontrou a razédo g ........................................................................................................................................................... +0,3 ponto

* Montou a equagao correta usando % e % ............................................................................................................................. 0,3 ponto

2
© CONCIUTL QUE % 08 VIEOTIAS = 5. ovevtueieeesssaeeeesssa e sess st +0,3 ponto
n<+m



http://www.opm.mat.br/

PROBLEMA 2 — Nivel Beta — Paradoxo de Braess

Solucéo
4000
100

O trecho A - Final leva 45 minutos.

a) O trecho Inicio — A leva = 40 minutos.

Assim o tempo médio para ir do Inicio ao Final leva 85 minutos (ou 1h25min).

b) Seja a o nimero de carros passando por A em um equilibrio. Entdo o caminho por A leva % + 45 minutos, enquanto o
4000—a
100

Como ocorre 0 equilibrio devemaos ter

caminho por V leva 45 + minutos.

9 g5 og54 0000 = 2000
100 7 100 47
O tempo médio de cada trajeto seria % + 45 = 65 minutos.

c¢) Tempo no trecho Inicio - A: % = 20 minutos.

Tempo no trecho A — B: 10 minutos.
Tempo no trecho B — Final: % = 20,01 minutos.

Assim esse motorista levaria 20 + 10 + 20,01 = 50,01 < 51 minutos.

d) Caminho Inicio — A — Final leva t; = ~ + 45 minutos.
Caminho Inicio » A » B — Final leva t, = % +10 + % minutos.
Caminho Inicio — B — Final leva t; = 45 + > minutos.

ety =ty =>n, =ng=n

t, =t, :>1HE+45 =%+10+1%:>n=3500

f) Todos os carros que chegam a B devem sair, portanto n, + n; = ns. Todos 0s carros devem chegar ao Final, logo n, + ng =
4000.

g) Sabemos que

n, +n, = 4000
n, =n, +ns

l N + nz = ng
n, + ng = 4000

Inl =ngs = 3500

Portanto

ns = 3000

{nz =500
ng = 500

h) Temos t, = t, = t;. Basta calcular um desse valores.
t; = 7=+ 45 = 35 + 45 = 80 minutos

Critérios de corregéo

Item a: 0,3 ponto

* Encontrar 0 tempo mE&dio de 85 MUNULOS .......ueiviiiiiiiiieiiiii ittt 0,3 ponto

Item b: 0,4 ponto

* Perceber que 2000 carros seguem cada caminho por simetria, resolvendo a equacéo ou equivalente ............ccccoevveerennne 0,2 ponto
* Encontrar 0 tempo MEAIO A8 65 MINULOS ........cviuiieiitiiieiite ettt sttt sttt ettt sttt st ettt ne et seese st e e +0,2 ponto

Item c: 0,3 ponto

« Escrever explicitamente 20 min, 10 min e 20,01 min (0u apenas < 21 MiN) .....cccoviiiriiiniieee e 0,1 ponto cada

Item d: 0,6 ponto

¢ EXPIESSBES —2 4 45, 1 4 10 4 = @ 45 4 —2 oo 0,2 ponto cada
100 100 100 100




Item e: 0,4 ponto

« Calcular corretamente 71, = 3500 € 71g = 3500 ......cieiiiiieieeie e nre e 0,2 ponto cada

® PAIE Bl 713 - 714 = Thg eiiieiiiiit iR R bt 0,2 ponto
@ Para FINAL: 705 4 705 = 4000 ....eciiieiiieieieiie ittt b bbb et ar bbbt n e r e 0,2 ponto

LY (o] (=T L= P - 7 OSSR 0,1 ponto cada |

Item h: 0,3 ponto

« Concluir usando um dos caminhos possiveis que 0 novo tempo MEdIo € 80 MINULOS .........cervrvrveririreriririeieriee e 0,3 ponto |




PROBLEMA 3 — Nivel Beta — Quadrados

Solucéo
g) Temos que area = (lado)?, de modo que o lado do quadrado ABCD é 2.

h) Al = AH pois sdo lados de um mesmo quadrado.
QAI = PAH ,pois QAI + IAP = QAP = 90° = IAH = 1AP + PAH.
AIQ = AHP, pois AIQ + IQA + QAI = 180° = AHP + HPA + PAH, QAl = PAH e IQA = 90° =
HPA pela construcio das retas paralelas aos lados do quadrado ABCD.

i) Do mesmo modo, DH = DG pois sio lados de um mesmo quadrado, ODH = 90° — HDN = NDGe DHO =
180° — ODH — 90° = 180° — NDG — 90° = DGN. Logo os triangulos DOH e DNG s&o congruentes por
ALA

j) Repetindo a mesma ideia dos itens anteriores, BE = BF , JBE = 90° — EBK = KBF e BE] = 180° — 90° —
JBE = 180° — 90° — KBF = BFK. Assim os tridngulos BJE e BKF s&o congruentes por ALA.

k) Assim como anteriormente, os triangulos CMG e CLF séo congruentes pois tem 0os mesmos angulose CG = CF.
Logo, FK=JE=y, LF=LK —FK=BC—y =2 —y, NG= NM + MG =DC +LF =2+ 2 —y =

4 — y.

I) Continuando o processo, PH
BA+ PH =y+2+6-y

PO + OH = AD + NG =2+ 4 -y =6—y,EI=E/+ JQ+QI=y+
B, logox = 8.

Critérios de correcgéo

Item a: 0,4 ponto

L TG Lo TSP P PR OPPPR 0,4 ponto

Item b: 0,6 ponto

« Provar as igualdades AI = AH, QAI = PAH e AIQ = AHP (esta Gltima podia ser indicada diretamente do fato de serem dois
EIANGUIOS TEEANGUIOS) ... vttt bbbt b bbb bbbt bbbttt b bbbttt 0,2 ponto cada

Item c: 0,6 ponto

« Provar as igualdades DH = DG, 0DH = NDG e DHO = DGN (ou apenas dizer que sdo tridngulos retangulos) . 0,2 ponto cada

Item d: 0,6 ponto

« Provar as igualdades BE = BF, JBE = KBF e BE] = BFK (ou apenas dizer que so tridngulos retangulos) ...... 0,2 ponto cada
+ Se 0 aluno ja fez o item b ou o item ¢ completo, entdo ele pode citar que € aNAl0GO ..........ccevveireiiiriiiei e 0,6 ponto

Item e: 0,4 ponto

O PIOVAI QUE LF 2 2 — 3 oottt ettt etk h e Rt et et e et e R e e Rt e Rt e Rt et et R R e e Rt n e e r et nreenre e 0,2 ponto
O PIOVAL QUE NG T 4 — ettt e Rt R et E R R R Rttt R e n s +0,2 ponto

@ PIOVAL QUE PH T 6 — Yttt h e et e et a R Rt R Rt R e R r e r et nr e nre e 0,2 ponto
® PIOVAL QUE X T 8 .ot R R Rt Rttt r et +0,2 ponto




PROBLEMA 4 — Nivel Beta — Primos Gémeos

Solucéo
a) Vejaque os divisores de 40sd0 1, 2,4 ,5, 8, 10,20 e 40. Logo o, (40) = 12+ 22+ 42 + 524+ 82 + 102 + 202 + 402 =
1+4+16+25+ 64+ 100+ 400+ 1600 =5+ 41+ 164 + 2000 = 46 + 2164 = 2210.

b) Sen=p (p+2),os divisores de n sd0 1,p,p +2 e p (p + 2). Assim, g,(n) = 12+ p? + (p +2)2 + (p(p + 2))? =
14+ p?+p?+4p+4+n>=5+2p>+4p+n®>=5+2p(p+2)+n*=5+2n+n’

c) Osdivisores de p? siop?,pel,logoo,(n) =p*+p*+1=n? +n+1.

d Veja que om) =1+ a?+b?>+n?’+S=n’+2n+5 a?>+b*+S=4+2nea*-2ab+h*+5S=4 &
(a—b)?>+S =4

Se S # 0, devemos ter S = 4, pois aparece algum divisor maior do que 1 ao quadrado em S. Mas nesse caso a — b = 0,
contradizendob >a.LogoS=0e(a—b)?=4 ©ob—-a=2 ©b=a+2.

e) Sen=1,entdoo,(1) =1 # 12 +2.1+5,5en =pprimo,entdo o,(n) = p> +1=n?+1#n? +2n +4.Sen = p?,
javimos no item c) que a condigdo ndo é valida. Para os outros casos, n é composto e pode ser escrito como o produto de
dois nimeros distintos a e b com 1 < a < b < n. Agora pelo item d), a e b devem ser primos, pois S = 0 < n sO tem
divisores 1,a, b e n.

Além disso, b —a = 2. Para S = 0 temos a primo e b primo ou a primo b ndo primo tendo apenas a como divisor. No
primeiro caso n = ab com primos gémeos e nosegundo b =a? =a+2=>a=2en =23 =8.

Critérios de correcgéo

Item a: 0,6 ponto

© LISTAT OS IVISOTES ...eivtiuteie sttt sttt h et e b bbbt h e s et n Rt R R4 b e s e e bRt A Rt E e AR e eb e b e eab et e et Rt bt e n e b et n e n e 0,4 ponto

* Calcular corretamente a soma dos qUAArados 2210 ........coeeiiiiiiiiiii e +0,2 ponto
Outra Solucéo

o Usar qUE 05(40) = 05(8) * 05(5) tveeirerieeiterieieite ettt sttt st et st et be st e abe s e et st e e Ee bt ekt bt e Re b st e be et e st e be et e e be st e e etesae e 0,4 ponto

* Calcular corretamente 05(40) = 85+ 26 = 2210 ...coiiiiiii ittt b e b be e re et naenre it +0,2 ponto

o Listar 0S divISOTES A€ 712 1, 1, P 4 2 € Tl .uuiiiieeeieieie ettt sttt st e te e st e e e tesaesbesEeebe e s e eneeseestesbeaneaneeneeneeneeneeneenes 0,4 ponto
* Chegar corretamente Na eXPressao M2 4 270 4 5 .ottt +0,2 ponto

o Listar 0S diVISOTES A 701 1, P B Th.eiuiiuiiieieiiri sttt ettt b bbbt et bbbt r Rt bbbt ne e 0,4 ponto
* Chegar corretamente N eXPresSA0 T2 4 71 4 L.ttt +0,2 ponto

¢ Che@ar €M (@ — D)? S = 4ottt 0,4 ponto
* Provar que corretamente qUE S = 0 8 D = @ F 2 ..coooiiiiiiiiiiiee e s +0,2 ponto

sMostrarque n = 1,71 = p €7 = P2 NA0 FUNCIONAM ...c.coviieieiiitcteeeeeeeece ettt bbbt 0,2 ponto
+ Além dos casos anteriores n = ab e usando o item c concluir que b = a + 2 €5 = 0.ccveeveiveieieienc e +0,2 ponto
* Notar que se S = 0, entdo a e a + 2 SA0 Primos gEmMeoS 0U @ € @ + 2 SA0 2 € 4. .cvviveieiieiei e +0,1 ponto cada




PROBLEMA 5 — Nivel Beta — Mesas Cheias Beta
Solucéo
a) Temos a seguinte tabela preenchida.

a, as Ay as Qe a as 2
2 3 2 5 5 7 10 12

Vamos considerar as cadeiras numeradas de 1 a n. Basta escolhermos as cadeiras de modo que fiquem 1 ou 2 vazias entre quaisquer
duas ocupadas consecutivas. Temos as seguintes possibilidades de mesas cheias.

o a,=5-{14},{25}, {36}, {1,3,5} e {2,3,6}
o a,=7-{357}, (1,46}, {257}, {1,3,6}, {247}, {1,3,5} e {2,4,6}

Observe que no a, temos 0S mesmos espacos entre as cadeiras ocupadas que vao apenas rodando. Assim, podemos dizer
resumidamente que é {1,4,6} e suas 6 rotacoes.

e ag=10-{1,357}, {2,4,6,8}, {1,4,7} e as 7 rotagdes (2 + 8 = 10 mesas cheias)

e ay=12-{1,4,7}eas 2 rotagbes e {1,3,5,7} e as 8 rotagdes (3 + 9 = 12 mesas cheias)

b) Usando as equacdes paran = 5, 6 e 7 temos o sistema
5=2c¢; + 3¢, + 2¢
5=5¢; +2¢c, + 3¢5
7 =5¢; + 5¢, + 2¢4
Fazendo a terceira menos a primeira temos 2 = 3c; + 2c, e fazendo 2 vezes a segunda menos 3 vezes a primeira temos
2:5—-3-5=4¢, —5c, © —5 = 4c,; — 5¢,. Para encontrar ¢, e ¢, temos que resolver o sistema
2 =3c; + 2¢,
—5 =4c; — 5¢,
Somando 5 vezes a primeira com 2 vezes a segunda temos 0 = 23¢; < ¢; = 0. Substituindo na primeira equagéo chegamos em
¢, = 1. Finalmente, podemos substituir ¢, e ¢, no sistema inicial 5=2-0+3:1+ 2¢c; © ¢3 = 1.

A recorréncia seria
n = Qp-p + Qp_3
c¢) Vamos fazer trés casos. Notemos que a cadeira 1 e a cadeira n ndo podem estar ocupadas a0 mesmo tempo.
i. Se a cadeira 1 estd ocupada e a cadeira n — 1 estd ocupada.
Podemos retirar as cadeiras n — 1 e n e teremos uma mesa cheia com n — 2 cadeiras e a cadeira 1 ocupada.
ii. Se a cadeira 1 estd ocupada e a cadeira n — 2 esta ocupada.
Podemos retirar as cadeiras n — 2, n — 1 e n e teremos uma mesa cheia com n — 3 cadeiras e a cadeira 1 ocupada.
iii. Se a cadeira 1 esta desocupada e a cadeira n esta ocupada.
Podemos retirar as cadeiras n — 1 e n e teremos uma mesa cheia com n — 2 cadeiras e a cadeira 1 desocupada.
iv. Se a cadeira 1 est4 desocupada e a cadeira n — 1 esta ocupada.
Podemos retirar as cadeiras n — 2, n — 1 e n e teremos uma mesa cheia com n — 3 cadeiras e a cadeira 1 desocupada.
Nos quatro casos podemos colocar as cadeiras retiradas fazendo o processo reverso e chegar a uma bijecdo. Dessa forma, temos
a, = (caso i + caso iii) + (caso ii + caso iv) = ap_, + ap_;
d) Usando a recorréncia encontrada podemos calcular os termos seguintes da sequéncia.

az [42:] (42 Q1o a1 (S) a3 QAi14 Qis A16 ai7
7 10 12 7410 10412 12 +17 17 + 22 22+ 29 29 4+ 39 39 +51 51+ 68
=17 =22 =29 =39 =51 =68 =90 =119
Solucéo

Critérios de corregéo

Item a: 1,2 ponto

* ValoTes A€ G, Ay, g € (g cuiiviriiieiiiieiiie ittt bbbt e bbbttt b e sr e bbbttt 0,3 ponto cada ’

V(o] £=T o [ oo - I o OSSPSR PP 0,4 ponto cada ‘




Item c: 1,0 ponto

« Fazer uma bijecdo de parte das mesas cheias com n cadeiras com mesas cheias com n-2 cadeiras (mesmo que seja apenas 0s casos

LIV T=RE o= Vo (T [ U =T v W U] o U - ) OSSN 0,4 ponto
« Fazer uma bijecdo de parte das mesas cheias com n cadeiras com mesas cheias com n-3 cadeiras (mesmo que seja apenas 0s casos
L N[V T=RE o= Vo (T [ U =T W oo U] o U - ) PSRN 0,4 ponto
L 0o (o [T ot =17 T 111 ) (S +0,2 ponto

® VAIOTES @ (13 € (17 verviretiiriniiiiiei ettt ettt h bbb bbb b et e b e Rt e b e e bt e bbb e b en Rt Rt bt et 0,3 ponto cada




PROBLEMA 6 — Nivel Beta — Hex

Solucéo
a) O segundo jogador joga em C e faz os pareamentos {B,D} e {4, E}.
b) Considere o pareamento a seguir

Com uma das posi¢des Y a peca inicial ja se conecta a borda preta superior. Se o primeiro jogador pegar o X inferior, entdo ja
completou o caminho. Se o primeiro pegar 0 X superior, entdo com Z ele conecta com a borda inferior e usando W conecta com a
borda superior ou com a peca inicial que se conecta com a borda superior usando Y.

c) Considere o pareamento mostrado na figura.

Veja que com certeza as casas X se conectam com o lado preto usando uma das casas Y ou uma das casas Z. Se o primeiro jogador
pegar a casa X da direita entdo ja temos a conexdo. Se o primeiro jogador pegar a casa X da esquerda, entdo ele pode conectar com
a peca inicial usando uma das casas .

d) Podemos fazer o pareamento X para conectar 1 e 3 e fazer conexdes garantidas usando 4 — 3 — 2 do item anterior para conectar
acasa 1 com a parte de cima e a casa 3 com a parte de baixo.

e) Considere as casas marcadas a seguir. Se o segundo jogador ndo jogar no A superior ou nos C’s, entdo o primeiro pode jogar no
A superior e garantir a conexdo usando o pareamento C. Se o segundo jogador jogar num C, o primeiro joga no outro. Se o segundo
jogador jogar no A superior, entdo o primeiro joga no outro A e usando o pareamento B conecta 1 e 3 com esse A. Dai, A conexao
com a parte de cima é garantida por 4 — 3 — 2.

f) Para evitar que o primeiro jogador conecte a lateral inferior, o segundo jogador deve jogar 6 e o primeiro jogador responde
jogando 7. Com o pareamento X a casinha 7 ja esta conectada com a lateral inferior.



Para evitar que conectar 5 e 7, 0 segundo jogador joga em 8. O primeiro joga em 9. Com 0 pareamento Y as casas 7 e 9 estdo
obrigatoriamente conectadas.

Se 0 jogo se desenvolver dessa forma, entdo 13-11-9-Y-7-X forma o caminho de cima até em baixo e o primeiro jogador vence o
jogo.

Critérios de corregéo

Item a: 0,6 ponto

@ FAZET JOZAARA € ..o bbb 0,4 ponto
e PareamentoS {8, D} € {A, E} .ooioeoiieieeiee ettt ettt ettt Rt R et R et e Rer e et et e R et et ene s +0,4 ponto

* Pareamento qUE fUNCIONA. ........uiiieiieieeiiei et e et et st eee e r e r e e Re e e et e ne e e nre e re e r e e r e e nreenre e 0,4 ponto
* Prova de qUE fUNCIONA .......oiiiiiii ittt s b e R Rt Rttt R R n s +0,4 ponto

* Pareamentos que fUncionam NO 4 — 3 — 2 ... e 0,6 ponto
* Prova de qUE fUNCIONA .......oiiiiiiiiiic ittt ettt e b e Rt n et R e r e n e n e +0,4 ponto




Item d: 0,6 ponto

LU LT L0 [0 R A R OO OO USRS 0,4 ponto
e Pareamento X Para CONEBCLAN L € 3 .. ... uiiieiiieeieeste et e s e e e e e s e s e steeste e eeaneeeseeaseeaseesaeesbeesteesaeaseesseesseeaseenseaneeaneeaneensennsenns 0,2 ponto

« Estratégia correta para CONECtar 1 & PArte 08 CIMA.......cceiueieieiieeieiesiesestestes e eseeeesee e stesresteaseeseesseeeseestesressesseeneeseeseeseenes 0,6 ponto
Outra solucéo

*Usaro 4 — 3 — 2 comacasa 1 (nesse caso para resolver o item f o aluno deve considerar que a casa 12 pode ter sido preenchida

L= Lo TSt 0T To (o TN ToTu = o o ) PSR 0,6 ponto

Item f: 0,6 ponto

A justificativa desse item pode ser dada diretamente numa figura

L oL Lo F S Al o T =T T 11T 1 (01 TP 0,2 ponto
© J0gadas 8, 9 € PATCAMENTO Y ....iiuiiiiiiiieitiitisie sttt bt e bt bbb bbb bR R e R R b e r Rt R R +0,2 ponto
LYo Ta E S OO T TR B0 T U ST P U PRSP PT +0,2 ponto

Outra solucéo
* Outra sequéncia completa de jogadas que garante a vitdria do primeiro jogador obrigando o segundo jogador a jogar de forma
LYo L=T o] o= PSPPI 0,6 ponto




PROBLEMA 7 — Nivel Beta — Fibonacci

Solucéo
a) Antes de comegar as manipulages é importante notar que a + f =1, a - =—1¢e a? + % = (a + B)? — 2ap = 3. Vamos
usar a formula de Binetem F,,; e F,_;:
V5’ V5\’
Fasy Py = <?) (@™ = prh) (@t = ) = (?) (a®" + 2" = (@p)""*(a? + B7))

Vejaque —(af)* 1(a? + %) = (—1)"(5 — 2) = 5(—=1)" — 2(aB)™. Assim, chegamos em

Fryibnog = <§> (@™ + p*" =2(ap)" + 5(-1D") = K + (-D)"

b) Usando a ideia do item anterior basta manipular o produto F,,,,F,,_,.
V5’ e (VBY .
Favz Py = () @2 =)@ 2= 2 = () (2" + 7" = (@) (a* + 59)
Vejaque a* + * = (a? + p2)? — 2(aB)? = 32 — 2 = 7. Usando também que (aB)™ = (aB)™ 2 podemos concluir que
(@) (a* + p*) = =2(af)™ = 5(ap)"

2

V5
L <?> (@ + %" = (@p)"?(a* + p*) = E} + (-1)"

e

Usando produtos notaveis
FpioFniaFooaFaoq = (B2 = CDME+ D) =Ff = (D) =F} =1

c) Precisaremos da seguinte equacao envolvendo os nimeros de Fibonacci.
Fm+n = m—1Fn + Fan+1,Vm,n 21

Isso pode ser citado como fato conhecido. Ha varias demonstracfes inclusive uma usando bijecdo com dominds como mostrado na
OPM 2021. Vamos fazer uma prova por indugdo em n.

Paran = 1en = 2 temos
Fngr = Fpn By + BpFy = B + By
Frpyo =Fp B+ Bl =Fp + B+ By =Fpp + By

Se o resultado vale paran = k — 1 e n = k, entdo valem as seguintes duas equacdes
Frik-1 = Fpo1Feq + EnFy
Frnik = Fin-1Fi + FnFye4q

Somando as duas
(Fntk-1 1 Far) = Fne1 (Fyeoq + Fi) + B (Fie + Fieir)
= Foske1 = Fno1Frpr + EnFryz

Partindo para a equacéao
Fn+2 — F2n+3 Fn+1
Fn FnFn+3 Fn+3

by = ay + byy1 &

Vamos substituir F,,,; usando m = n + 3 e obter F,,,, 3 = F, 2 F, + F,.3F,.1. Temos que provar que
Fn+2 _ Fn+2Fn + Fn+3Fn+1 + Fn+1Fn
Fn FnFn+3

Ela é verdadeira, pois F,y 2 F, + FpysFpiq + Fup1Fy = (Fpyo + Fuy)E, + FrysFnyq = Fpy3(E, + Fry1) = Fui3Fny,. Cancelando
0 F, .3 no numerador e no denominador chegamos na expressdo do lado esquerdo.

d) Usando a expressdo do item ¢ paran = 1 temos

Substituindo b, usando n = 2 no item ¢ temos

Dai basta seguir substituindo para n = 3,4, ...



a, + 1 1 a, + !
a3 + b_ a3 +
4 a4 + o~
e) Substituindo os nimeros de Fibonacci na equacéo do item d temos
Fy Fs 1 1 2 5
_— = + f—1 = — — = —
F,  FF, Fy + 1 F; + 1 1 1-3 3
RFs" Fo 1 FKFE ' F 1
FaF, ™ FaF,
Agora vamos usar a equacao do item b para manipular a expressdo E dada
E _ F:)? - 1 _ F1F2F4_F5
B Ff—1 B FyF3FsFg
F, +
Frx S WA 1 7
Fo+ ] o FaFsF
Fp, +-5 - 11

Podemos dividir o numerador e 0 denominador da primeira frégéo por F,Fg. Depois dividir numerador e denominador da segunda
fracdo por F;F, e seguir assim por diante para obter.

T F F3F, T F 1 T F 1
F,Fs Fot F;E, EFF, F,Fg Fy F,F, F,Fg Fy 1
ot FaFsFly FoFe " FaFsFiFg FFe " Py 1
11 1 F,F, * -
Lembrando que F;F, = 1 -3 = 3 temos
1 1
E=3 F7+—1 =3 ‘3= 1
RFs " F 1
3Fg ™

Critérios de correcgéo

Item a: 1,0 ponto
s BXpPressdes @ 4+ B =1, @ B = =18 @2 4 B2 = 3. oot 0,2 ponto cada
¢ Usar a formula de Binet uma ou mais VEZES NA EQUAGHO ......everveeueereerirestesresieeseeeer et sre s sbesbe s e ess e e sresresbesresse e e e e e nnenne e 0,2 ponto
@ CONCIUIT @ TEIMONSIIAGED ... ettt ettt b ettt b et b bt b e bt b e bt e bt bt e bt e bt e bt e b et e bt s b et e st e benbes e et e e +0,2 ponto

Item b: 1,0 ponto
SPIOVA GUE A% 4 B = 7ottt ettt ettt ettt e ettt ettt et et en e ettt as e nneeee 0,4 ponto
S PIOVAN QUE FippF g = F2 4 (m ) oottt ettt ettt s ettt et sn ettt s s s enaeen +0,4 ponto
+ Concluir a demonstragio de que Fpy o Fpi1Fpe1Fn2 = Ft = Lttt +0,2 ponto

Item c: 1,0 ponto
« Citar (com ou sem demonstragao) a eqUAGE0 Fpyyn = Fru 1F F FpFpi e 0,4 ponto
* Transformar a equagio de a,, e b, numa equacdo equivalente com 0s nimeros de FiboNaCC ..........ccooevvvvereiiineiceneene 0,4 ponto
* Demonstrar que a equag@o com os numeros de Fibonacci € verdadeira...........c.cccoeviiiiiiiiiiiiiiiici s +0,2 ponto

Item d: 0,8 ponto
o Juntar as expresstes d0 IteM CPArA 71 = 1 € 70 = 2..iii ittt bttt b e bbbt et sb et ebesae e 0,4 ponto
* CONCIUIN @ FOPMA TNTINITA ..ottt b e bbbt bt e st e e et sb e b e sbeebe e e et et sbenes +0,4 ponto

Item e: 1,2 ponto
« Escrever a equacdo do item d usando 0S NUMEros de FIDONACCI .......ccveieiiiiieeieieese e 0,4 ponto
* Substituir F; — 1 usando @ €qUAGAD O IEIM D .......cuiveiiviiiiieiiciee et 0,4 ponto

* Concluir corretamente que a exXpressao € 1ZUAL @ 1......viiiiiiiiiiiiiii s +0,4 ponto




XLVI OLIMPIADA PAULISTA DE MATEMATICA
Fase Unica (outubro de 2022)

Nivel y (12 e 22 séries do Ensino Médio)
www.opm.mat.br
PROBLEMA 1 - Nivel Gama — Esperanca Pitagorica Gama

Solucéo
62 6362

- 63 , e
a) % de vitdrias = ———— = namero esperado de vitérias= ———
6362 + 6882 6362 + 6882

- 162 =77 Jogos
b) Sejam CF = corridas feitas, CS = corridas sofridas. Entao

CF?
CF? +(CS?

2 2
— 0,64 < 036 - CF2 = 0,64 - CS? & (E> - (0’8> o
cs 0,6 R

corridas feitas + corridas sofridas
Jogos

numero total de corridas feitas é igual ao de corridas sofridas, tanto a média de corridas feitas por jogo por um time quanto

tal média para as sofridas devem ser substituidas pelo valor na tabela no ano sofrido, isto é:

¢) Note que

é a média de corridas feitas e sofridas por um time em toda a temporada. Como o

corridas feitas corridas sofridas
Jogos Jogos

= 1,50 -logyo (4,53 + 4,53) + 0,45
= 1,50 - (2log;p3) + 0,45

= 3-048 + 045 = 1,89

Expoente = 1,50 -log;, ( ) + 0,45

corridas feitas + corridas sofridas
Jogos
todas as equipes, como o dobro da média de corridas por jogo por time na temporada.
Empiricamente, essa média é sempre inferior a 5. Dessa forma, com log 10* é crescente em (0 + o)

d) Como argumentado, o valor deve ser substituido, para o calculo de um expoente comum a

corridas feitas corridas sofridas

Expoente = 1,50 .log4g ( ) + 0,43

jogos jogos
= 1,50 -log,, (5 + 5) + 0,45 = 1,50 -log;(, 10 + 0,45 = 1,50 + 0,45 = 1,95 < 2, como queriamos
Critérios de corregéo

Item a: 0,5 ponto

e Determinar 0 NUMETO A€ VITOTIAS ........e.verviiririeirieieeiieste sttt st st sttt esee st nt e eb et es e s e et et nr e et e e bt eb e st et e e an e bt nbeeb e bt et e e e anenne e 0,5 ponto

e ESCrever fOrmula USANO0O @ FAZA0. ......ccueiiiieiie ettt ettt e ettt e et e e st e e et e e et e e sabesesbessabeessbesanbesanbesanbesasbessnressnbesanseeesees 0,3 ponto
L o] Lo g olo] 4 £=1 = T=T o] (= OSSOSO U +0,2 ponto

AN b aa T s LI o) 00 o) 1 O PP U VPP 0,5 ponto ‘

© ATZUIMENEO COMPIETO ...vuviiiiriie ittt b ettt ettt b e bbbt h et e b eb e bt e bbbt et et nn e bt b ettt e e sa e anenre s 0,5 ponto ‘



http://www.opm.mat.br/

PROBLEMA 2 — Nivel Gama — Heptagono

Solucéo
a) Os triangulos isosceles AFGA e AGAB sdo congruentes porque tém mesmo angulo de vértice e lados comuns de tamanho
1. Logo, FA = GB. Como também FG = AB e FB é lado comum, os triangulos AGFB e AABF sdo congruentes pelo caso
(LLL). Dai ABF = GFB = 6,esendo FGA = GAB = y,0 + 6 + y + y = 360° (No quadrilatero FGAB) implica
6 +y = 180°< AG || BF.

b) Da mesma forma que no item a, pede-se para que GABC é trapézio. Portanto, ABPG tem lados opostos paralelos = é
paralelogramo = tem lados opostos congruentes. Além disso, GA = 1 = AB, logo, de fato PG = AB = GA = BP.

Q) GFB =n—FGA=n— 2% g_50_ 27
7 7 7
GPF= m—GPB=n—GAB=n— T2%= g 0= 27

Usamos numa das passagens que angulos opostos de um paralelogramo sdo congruentes.

d) No tridngulo AFGP isosceles de vértice G (pois GFP = GFB = GPF), seja M o ponto médio / pé da altura de G em BC.
Usando o triangulo retangulo FMG temos FP = 2.FM = 2. (1 cos 27") =2 Cosz7n
e) Pela lei dos cossenos em APFE:

5 5 ) 5t . 227'[ 21 3T
PE* = EF*“+ PF —2.EF.PF.cos(7—GFB>=1+4cos 7—2.1.2COS7.C057

21 3T 21 21 3T 51
=1—-4cos - (cos — — cos 7) =1-—4cos - (cos 7+ cos 7)

-4 2 (2 (471) ( —n)) PE:=1—8 T 2m 4m
cos— cos |—-).cos{ — €OS— .COS—~ . COS—
f) cos T cos 2_1[ cos 4_1T _ (2 .sen ;cosg) cosZTT[.cos‘%1T _ (2 .sen27n. cosZTn) cos47n _ (2 .sen47n. cos47n) _ sen (T[+ g) _ - seng _
7" 7 7 2.seng 2.2, sen1—7t 2.2.2. seng 8.seng 8.Seng
1 1
~1 > PE= 1—8.(—5)—> PE = V2

Critérios de correcgéo
Item a: 0,3 ponto

¢ AFQUMENTO COMPIBTO .....viieeeieit e bttt h et et b e e bt b e s b st eb e e b e st e bt st s e bt et e s et e sb et et e abe e ebenne e 0,3 ponto
Item b: 0,3 ponto

« Usar o item a para argumentar que 0S lados 0postos SA0 PAralelos. .........cvouveiiiiiiieie e 0,2 ponto

o] Tod [T oo =] v 1= ) USSR +0,1 ponto
Item c: 0,3 ponto

* A medida de apenas UM A0S ANQUIDS. .......oiuiiiiiiieiie ettt et sttt et ebe st et ebese e st et e sbe s e ebesreseebesbeseeneseeneas 0,2 ponto

LN [0 44T [ o Fo LSOO PP +0,1 ponto
Item d: 0,3 ponto

AN b ea 1 s LI ee) 00 o) 1 PP P VPP 0,3 ponto
Item e: 0,4 ponto

e Usar alei dos COSSEN0S NO THANGUIO PFE .....cc.oiiiiiie ettt bbbt bt e e sb e bt bttt e st e e e sbe b e 0,2 ponto

« Concluir corretamente @ EXPrESSAD U8 PEZ .........ccovieeuiiriisieeeteteteiss ettt es ettt es bbb s st b et s s e s +0,2 ponto
Item f: 0,4 ponto

» Usar pelo Mmenos Uma VEZ COMTETAMENTE O SEI 2. ...c.uiiuiiuerieiterieaiesieitestestestesteeaeeseetesbesbesbesbesbeaseeneesbesbesbesaesbeabeeneesneseesaees 0,2 ponto

o ConcCluir COrretamente 0 VAION 08 PE .......ccoii ittt bbbt e bbbt he e et et sb e b e s bt ebe e b e e e e aenaenas +0,2 ponto




PROBLEMA 3 — Nivel Gama — Farkle

Solucéo
a) Para lancar um Farkle com 1 dado, esse dado devera ser diferente de 1 e 5, portanto p; =

Nov |
O wlN

. 4
Para langar um Farkle com 2 dados, ambos devem ser diferentes de 1 e 5, portanto p, = (g) =
Para lancar um Farkle com 3 dados, devemos ter todos diferentes de 1 e 5 e excluir 0 caso em que 0s trés sdo iguais formando um
_4 _#-4_ 60 _10_5
6 6 636 36 18 )
Para lancar um Farkle com 6 dados, devemos ter todos diferentes de 1 e 5, nenhum aparecendo 3 vezes ou mais e ndo ter 3 pares.

. , e .
Para isso devemos ter os nimeros 2, 3, 4 e 6 com 2 aparecendo 2 vezes e 2 aparecendo 1 vez. Sdo (2) = 6 maneiras de escolher os

terno de x’s. Logo, p; = (%)3

. ~ 6! - 6-180 5
dois que aparecerdo 2 vezes e T 180 maneiras de ordenar os resultados. Logo, ps = % =50

b) Segue a tabela preenchida.

-] C.) - [
. T + 200 T + 100 T + 100 T + 100 T + 150 T + 100
*. T + 100 0 0 0 T + 50 0
T + 100 0 0 0 T + 50 0
.. T + 100 0 0 0 T + 50 0
en T + 150 T + 50 T + 50 T + 50 T + 100 T + 50
T + 100 0 0 0 T + 50 0

c¢) Cada par de resultados na tabela tem probabilidade 612 = i de acontecer. Assim, E(X) = i (soma da tabela). Tomando os valores
temos

1 1
EX) = %(T + 200 + 2(T + 150) + 9(T + 100) + 8(T + 50)) = %(ZOT +1800)

d) Temos E(X) = T < 20T + 1800 = 36T & T = % =112,5.
e) O valor esperado é uma média de quantos podemos ganhar. Vejaque EX) >T S EX)-T>0¢& %(1800 —16T) >0

1
——(1125-T) > 0.

e SeT > 112,5, entdo o valor esperado ao jogar é menor que T e o conselho para o jogador € parar.
e SeT < 112,5, entdo o valor esperado é maior que T e 0 jogador deve jogar mais uma vez.

Critérios de correcéo

Item a: 0,8 ponto

o EXPressao de ProbabilIAAAE Py, ... cve et bbbt a e e 0,2 ponto cada

Item b: 0,6 ponto

« Preencher ou argumentar que fora das linhas e colunas de 1 € 5 S840 t0d0S 0 (ZEF0) .....eccvveivveiieiiieiie e 0,3 ponto
* Preencher 0S 0emaiS COMTELAMENTE. ... ...ttt ettt b et b e bt a e e e e b e besbeeb e s bt ebe e st e e e besbeebesbeebeeseeneetenaenees +0,3 ponto

Item c: 0,6 ponto

« Escrever ou argumentar que E(X) é 1/36 da soma das expressdes Na tabela...........ccoovvvvvvveiieieiene s 0,3 ponto
L o] TSt (el o] £ ] - WOV STUROURRUTU +0,3 ponto

VA1 (o) eTo) vt o I Lo At I 7/ R 0,4 ponto

* Decisdo enVOIVENTO ValOr SPEIAT0 E (X)) ...eiueiuireeieie ettt sttt ettt st sb ettt et e b b e bt e s e e e e besb e ke sbeebeeneeneeneesbe st e 0,3 ponto
« Concluir corretamente que o jogador deve jogar novamente se, e somente Se, T < 112,5 ..oooeiiiiiiinineninieene e +0,3 ponto




PROBLEMA 4 — Nivel Gama - Diofantina com Exponenciais

Solucéo
a) Substituindo os valores temos

6 8 196 196 @8 @8 19610.c8 19610.¢8
ZZ=(126)12 _(68)6 =21212 ‘3612 ‘286 ‘386 =21212 +8-6 .3612 +8-6

. . b b
Podemos concluir que z possui fatores 2 e 3. Podemos escrever z = 24 - 30 e zZ = 202 . 3bz = 2a:2%3% . 3b:2%37 Dagsy forma,
temos as equacdes

a-20-3=12-126+8-68=67(2-2°+8-6) =67 - 176
b-20.30=6-126+8-68=67(26+8-6) =67 - 112
176

Dividindo as duas equagdes temos % =5 % Fazendo a = 11k e b = 7k para um inteiro k temos

11k - 21k .37k =27.37 .11 - 2* & k = 1.
Portanto, z = 21 - 37,

b) Novamente z possui apenas fatores 2 e 3 e podemos escrever z = 2% - 3, Substituindo os valores de x, y e w temos

wW - x* - yy — 26w+5x+4y . 312w+13x+14—y

Com isso,
a-2%-3" =6w+5x+4y=312.2%6-44+5-3-2+4-32) =312.2¢.90
b-2%-3" = 12w + 13x + 14y = 312.24(12 - 44+ 13 -3 -2 4+ 14 - 32) = 312. 2% . 252
Dividindo as duas equacdes % = % = % Usando a = 5k e b = 14k para um inteiro k temos

Sk-25k.314k =312.24.5.21. 32 5 k=1
Portanto, z = 25 - 314,
c) Comparando os expoentes de k™ — 1 nos dois lados da equagéo x;* - x;?2 - ... x,f" = z% temos
20k =D + QUKD+ 2)x, + -+ QRK" -1+ Dx,, =M -z

Podemos dividir z e cada x; por k*" (k""" =2n=k) . (gn _ 1)2(k"~1) Nesse passo poderia acontecer do lado direito ficar com
expoente negativo no k™ — 1, mas isso ndo nos impediria de resolver a equac&o.

2(k™ = Dk + " — 1) + 2)(k" = D? + (k — 2) (K™ = 1) + DK™ (k" — 1) = M - k™1 - (k" — 1)M-2("-D)
Veja que a segunda parcela é (2k™) (k™ — 1)? e podemos dividiu tudo por k™ (k™ — 1) obtendo
2k™ +2(k" — 1) + (k —2)(2k™ — 1) = M - k - (k™ — 1)M-20"-D—1
A soma dos dois primeiros termos é 2(2k™ — 1) e cancelando com 0 —2 temos
k(2k™ —1) =M -k - (k™ — ))M-2( 1)1

Chegamos assim na solugdo M = 2k™ — 1 = 2(k™ — 1) + 1 que iguala o valor do lado esquerdo e zera o expoente da expressao
do lado direito.

d) Podemos usar as equacdes dadas com k = 3 e n qualquer.



Critérios de corregéo

Item a: 0,8 ponto

* Fatoragdo em primos de x, de 1 OU & @IMDIOS ........ciiiiiiiiiieiite ettt b et b e b et b et sb e b sne e 0,4 ponto
* Fatoragao €M PIIMOS Q€ Z......iiiiiiiiiiiieiiiir ittt ettt e bbb bt h e e et bt e bt b e e bbbt s e e b et nr e bt s bt eb et en e eren s +0,4 ponto

@ EXPIESSAO COIMTELA PAIQ Z...v.vevveteteieteeteieeteet ettt ettt ettt e st eb e e bt b s e e bt e bt e b eh e eb e ne e b e e bt e e e b e eh e A b s £ eb e nb e s e eb e e b e b e eb e nb e s e ebenb et ekt sb e e ebenne e 0,4 ponto
L (0= o [N A S PP PP UPRPPPRPPRTPI +0,2 ponto
L (0= o [ L A PSPPSR TP RPPRTPI +0,2 ponto

* Escrever uma equacgao que Permita CAICUIAT O M .........ccoceieieiieeiieie sttt et e besresreere e e e ne e e e e 0,4 ponto
* Determinar 0 ValOor COITEIO U8 M ........cueiiiiiie ettt sttt et e et e e e e et e be st e et e s Reeae e s e e e e see st e stesteeneeseenseaenrenrs +0,4 ponto

o Tentar usar OU PEl0 MENOS CITAI k& = 3 .....iiiieiieieiee ettt sttt et s ee st st e et e e s e ene e ee st e besbeabeereeneeneenee e nes 0,3 ponto
» Argumento completo usando k = 3 € variando 0 ValOr 08 71 .....cocuiiiiiiiiiiiic e s +0,3 ponto




PROBLEMA 5 — Nivel Gama — Mesas Cheias Gama
Solucéo
a) Temos a seguinte tabela preenchida.

a, as Ay as Qe a as 2
2 3 2 5 5 7 10 12

Vamos considerar as cadeiras numeradas de 1 a n. Basta escolhermos as cadeiras de modo que fiquem 1 ou 2 vazias entre quaisquer
duas ocupadas consecutivas. Temos as seguintes possibilidades de mesas cheias.

o a,=5-{14},{25}, {36}, {1,3,5} e {2,3,6}
o a,=7-{357}, (1,46}, {257}, {1,3,6}, {247}, {1,3,5} e {2,4,6}

Observe que no a, temos 0S mesmos espacos entre as cadeiras ocupadas que vao apenas rodando. Assim, podemos dizer
resumidamente que é {1,4,6} e suas 6 rotacoes.

e ag=10-{1,357}, {2,4,6,8}, {1,4,7} e as 7 rotagdes (2 + 8 = 10 mesas cheias)

e ay=12-{1,4,7}eas 2 rotagbes e {1,3,5,7} e as 8 rotagdes (3 + 9 = 12 mesas cheias)

b) Usando as equacdes paran = 5, 6 e 7 temos o sistema
5=2c¢; + 3¢, + 2¢
5=5¢; +2¢c, + 3¢5
7 =5¢; + 5¢, + 2¢4
Fazendo a terceira menos a primeira temos 2 = 3c; + 2c, e fazendo 2 vezes a segunda menos 3 vezes a primeira temos
2:5—-3-5=4¢, —5c, © —5 = 4c,; — 5¢,. Para encontrar ¢, e ¢, temos que resolver o sistema
2 =3c; + 2¢,
—5 =4c; — 5¢,
Somando 5 vezes a primeira com 2 vezes a segunda temos 0 = 23¢; < ¢; = 0. Substituindo na primeira equagéo chegamos em
¢, = 1. Finalmente, podemos substituir ¢, e ¢, no sistema inicial 5=2-0+3:1+ 2¢c; © ¢3 = 1.

A recorréncia seria
n = Qp-p + Qp_3
¢) Vamos fazer trés casos. Notemos que a cadeira 1 e a cadeira n ndo podem estar ocupadas a0 mesmo tempo.
i. Se a cadeira 1 estd ocupada e a cadeira n — 1 estd ocupada.
Podemos retirar as cadeiras n — 1 e n e teremos uma mesa cheia com n — 2 cadeiras e a cadeira 1 ocupada.
ii. Se a cadeira 1 estd ocupada e a cadeira n — 2 esta ocupada.
Podemos retirar as cadeiras n — 2, n — 1 e n e teremos uma mesa cheia com n — 3 cadeiras e a cadeira 1 ocupada.
iii. Se a cadeira 1 esta desocupada e a cadeira n esta ocupada.
Podemos retirar as cadeiras n — 1 e n e teremos uma mesa cheia com n — 2 cadeiras € a cadeira 1 desocupada.
iv. Se a cadeira 1 est4 desocupada e a cadeira n — 1 esta ocupada.
Podemos retirar as cadeiras n — 2, n — 1 e n e teremos uma mesa cheia com n — 3 cadeiras e a cadeira 1 desocupada.
Nos quatro casos podemos colocar as cadeiras retiradas fazendo o processo reverso e chegar a uma bijecdo. Dessa forma, temos
a, = (caso i + caso iii) + (caso ii + caso iv) = ap_, + ap_;
d) Usando a recorréncia encontrada podemos calcular os termos seguintes da sequéncia.

az [42:] (42 Q1o a1 (S) a3 QAi14 Qis A16 ai7
7 10 12 7410 10412 12 +17 17 + 22 22+ 29 29 4+ 39 39 +51 51+ 68
=17 =22 =29 =39 =51 =68 =90 =119

e) Como vimos no item a ha duas classes de equivaléncias para 8 cadeiras representadas por {1,3,5,7} e {1,4,7}. As figuras a seguir
mostram essas classes. A primeira pode ser rotacionadas 1 vez e a segunda 7 vezes. Por isso, ag = 2 + 8 = 10.

f) Ao rotacionar apenas uma cadeira os espacos entre duas cadeiras consecutivas ocupadas seguem sendo os mesmos (1 ou 2
cadeiras) e, portanto, continua sendo uma mesa cheia com a mesma quantidade de cadeiras ocupadas. Vale lembrar que ndo tem
como chegarmos na mesma mesa cheia, pois a primeira cadeira ocupada muda de lugar.

g) Se fizermos p rotacBes de uma cadeira teremos p mesas cheias distintas que sdo rotacionalmente equivalentes.



Suponha que ndo e que temos duas mesas cheias iguais apos t rotagcbes com 1 < t < p de uma para a outra. Mas isso implica que
a cadeira 1 tem 0 mesmo estado (ocupada ou desocupada) da cadeira 1 + t e esta tem 0 mesmo estado da cadeira 1 + 2t e assim
por diante considerando 1 + nt médulo p. Porém, 1 + nt sera um conjunto completo de residuos mddulo p para p primo e todas as
cadeiras teriam 0 mesmo estado. Isto € um absurdo.

Logo, as a,, mesas cheias podem ser agrupadas em classes de equivaléncia com p mesas cheias em cada classe e podemos concluir
que a, = p - (nimero de classes de equivaléncia) e a, € maltiplo de p.

Critérios de corregéo

Item a: 0,8 ponto

LI )10 (=Tl (= e TRy P - N PSSR 0,2 ponto cada ‘

Y1 (o] (=T o[- oo - oSS 0,2 ponto cada ‘

Item c: 0,8 ponto

« Fazer uma bijecdo de parte das mesas cheias com n cadeiras com mesas cheias com n-2 cadeiras (mesmo que seja apenas 0s casos
L[V L=RE o Vo e [ W =T W oot U] o Lo - ) RS USN 0,3 ponto
« Fazer uma bijecdo de parte das mesas cheias com n cadeiras com mesas cheias com n-3 cadeiras (mesmo que seja apenas 0s casos
L[V L=RE o= Vo (e [ W =T v W oot U] o Lo - ) PSSR 0,3 ponto
o] 1ol [T oo =] v =] ] SRS +0,2 ponto

® VAIOTES @ (13 € (117 +erveretiitieie ittt ettt et bbb bRt b e E et e bt E e e bt e bt h e et en Rt bRt n s 0,3 ponto cada

Item e: 0,4 ponto

* Classes de equivaléncia corretas com figura OU HSTANO .........cociiiiiiiiiiiie e 0,2 ponto cada
* Classe de equivaléncia errada ou repetir achando que € diferente..............oovvriiireiieiiinin s -0,1 ponto cada

Item f: 0,4 ponto

« Explicacéo correta de que se rotacionar uma unidade 0s espagos entre cadeiras ocupadas continuam 0s mesmos ............ 0,4 ponto

Item g: 0,4 ponto

« Afirmacéo sem prova correta de que cada classe de equivaléncia possui p Mesas Cheias..........coeverirereneninieeie e 0,2 ponto
* Prova de que para cada t, com 1 < t < p, a rotacdo de k cadeiras gera uma mesa cheia diferente ............c.ccecvvrienenn. +0,2 ponto




PROBLEMA 6 — Nivel Gama — Estrela de Davi
Solucéo

a) Substituindo as expressfes temos
Bl'B3'BS =BZ'B4'BG

(n—-1)! n! (n+ 1)! _ (n—-1! (n+ 1)! n!
Ch-Dl -0 k+D m—k-D! k-(n—k+D! Kn-k-D! k+DIn—k)! (k=D - (n—Fk+1)!

Nos numeradores temos (n — 1)!, n! e (n + 1)! e nosdenominadores (k — 1)L kI, (k+ D!, (n—k -1, (n—k)!le(n—k + 1.
A ordem dos fatores ndo altera o resultado e temos a igualdade.

b) Se v,(x) < v,(¥), entdo podemos escrever x = p*»™@x, e y = p®*1y, com p + x,. Assim, x +y = p**™ (x, + pyo),
Pt xo + Yo € v (x +¥) = vp(x).

Se v, (x) = v, (¥), entdo escrever x = p»@x, e y = p»Wy, com p  xo € p + y,. Temos x +y = p*»™(x, + y,) e podemos
concluir que v, (x + ) = v, (x) + v, (xp + ¥o) = v, (x).

c) Essa equacdo segue da igualdade do item a considerando a quantidade de fatores p de cada lado da equac&o.
d) Pela relagéo de Stifel, temos B; + B, = B,. Usando o item b, se e, < e,, entdo e; = e,
e) Usando a relacdo de Stifel e o item b duas vezes temos

[ Bo+B3:B4eeo<e4:>e():e3
e By+Bs=Bseey<e;=ey=es.

f) Usando os itens anteriores temos
eitestes=e,t+e,+eg>e +e;+e=e +e3tes
Gerando uma contradicdo. Portanto, a suposicéo do item d é falsa e e; = min(ey, e,, €g).
g) O que fizemos para e, pode ser feito para cada e; e temos
min(e;, e3, es) = min(e,, €4, €5) = min(ey, e5, €s) = min(ey, e3, e5) = min(e,, ey, eg)

Esses minimos séo 0s expoentes de p em mdc(B;, Bs, Bs) € mdc(B,, B, Bg). Considerando que vale para todo primo p podemos
concluir que mdc(B;, B3, Bs) = mdc(By, By, Bg).

Critérios de corregéo

Item a: 0,4 ponto

* Escrever as formulas ou indicar que todos os fatoriais aparecem nos dois 1ados da equagao ............ccocevvevereiviineneicnenae 0,4 ponto

Item b: 0,6 ponto

* Para v, (x) < v,(y) provar que v,(x +y) = v,(x) usando x +y = p?® (x, + py,) ou equivalente ..............c........... 0,3 ponto
* Para v, (x) = v, (y) provar que v,(x +y) = v,(x) usando x +y = p?® (x, + v,) ou equivalente .................cc.......... 0,3 ponto

Item c: 0,4 ponto

+ Afirmar que segue da equacgao do item a ou argumento EQUIVAIENTE ..........ccoeiiiiiiiii e 0,4 ponto

Item d: 0,8 ponto

L e eSOy e LI e > e TSR 0,4 ponto
* Usar o resultado do item b para CONCIUIN QUE €1 < €5 = €1 = € verervereeerierieieieniee sttt sttt sttt +0,4 ponto

Item e: 0,8 ponto

o PErCebDEr QUE By + Bg = B, € 80 < €4 = € = €3 ueiiuiiuiiierieitiaieeueetieite s e stesbe sttt e e et et s bt eb e s b e bt e bt e n e et bt bbbt b et e e b 0,4 ponto
e Perceber qUE By 4 Bg = Bg € €5 < €g = € = ©g.uuiiieitiaitiaiisieesieesieesteestt e bt aseeaab e bt e s bt e bt e bt te e e ahe e she e abeenbeabeeaneeareateenreen 0,4 ponto




Item f: 0,4 ponto

* A partir dos itens anteriores concluirque e; + es +es = e, + e, +eg > e+ e e =e;+e3+ g, 0,3 ponto
» Com a contradiGao CONCIUIT QUE €1 = MIN(€5, €4, €g) +evererrerreriirerreiiiterieieate st eeete st et ebe bttt sr et b e sr et ebesr e ebesr e b sr e eneane e 0,3 ponto

Item g: 0,6 ponto

« Afirmar que o0 que fizemos para e; POdE SEI TRITO PAIA €; ......cvivirieiiirieicie et 0,2 ponto
* Provar que min(ey, €3, €5) = MUN(€5, €4, €6) «rrervrrrreriruririiieiiiisteiee sttt ettt sttt e bt bbb e bt e s e bt b bt b et et bt e st b +0,2 ponto
« Concluir que se isso vale para todo p, entdo mdc(B;, B, Bs) = Mdc(By, By, Bg) ceeveveirneiiiiiiinieeieseieisee s +0,2 ponto




PROBLEMA 7 — Nivel Gama — Tetraedro e Vetores

Solucéo

a) A soma dos vetores pode ser escrita como

BD XxBC +~=-AC x AD +=-AD x AB + = - BC x BA

N| =
N
N
N|

Usando as propriedades do produto vetorial
oy e
E(BC x (BA—BD) + AD x (AB—AC)) =E(BC x DA + AD x CB) =E(BC x DA+ DA XBC) =0

b) Seja H a altura de A até a base BCD. Usando o triangulo retangulo com vértices A, B e a projecdo de A sobre BCD temos
H = AB - cos 8, em que 6 é o angulo entre AB e Spcp- Dessa forma,

— . — Sgen| - H
BA - Spcp = —AB - Sgep = —AB + [Spep| - cos@ = —H - |Sgep| =—3'(%>=—3V

c) Usaremos as coordenadas AB = (%ap) Vag, Zag) € Seus analogos.

XaB  Xac Xap
detM = |Yap Yac Yap
Zpp  Zac Zap
Usando Laplace na primeira coluna temos
_ Yac  Yap _ |*ac Xap Xac  Xap
detM = X5 Zac ZAD| AB ( |ZAC ZAD |) AB [Yac yAD|
e |SACD| “AB - cos (L(AB' SACD))
detM = AB - (AC X AD) = AB - 2S,cp =2+ 3 - =6V

3

Na tltima passagem usamos a ideia analoga aquela provada no item anterior.

d) Usando a definicdo da adj(M) para i # j temos na multiplicagdo de matrizes u, - x; = I;; = 0. Para i # k # j # i temos
u, L X, eu, L X, . Dessaforma, podemos concluir que u, Il (3, x ) = 1, Il 7,.

Lembrando que o vetor v, tem direcdo perpendicular ao plano formado por X; e X;. Por exemplo, v, tem direcéo perpendicular
ao plano formado por X, e X_, ou seja, ao plano ABC.

e) Novamente, usando a definicdo da adj (M) para i = j temos na multiplicacdo de matrizes u, - x; = (detM - I);; = detM = 6V.
Pelo item b sabemos que x, - v; = —3V.

Ja sabemos que u, |l v, entdo para determinar a relagdo entre eles sé precisamos de sentido e mddulo. Das duas equacdes temos
U =-2-7.

f) Aplicando det nos dois lados da definicdo da adj(M) e usando que det M - I é a matriz diagonal 3 x 3 com det M na diagonal
principal temos

det(adj(M)) - detM = (det M)* = det(adj(M)) = (det M)?
Isolando M na equagdo da adj(M) temos

M = adj(M)~*(detM - I)

Mas a multiplicacdo do lado direito apenas multiplica cada termo por det M = /det(adj(M)) e podemos concluir que

M = adj(M)! /det(adj(M))



g) A partir de v, v, e v, temos as linhas da adj(M), pois cada linha é dada por u, = —2 - v,. Com a adj (M) temos a matriz M e
com a matriz M temos os vetores x, = AB, X, = AC e X, = AD determinando unicamente o tetraedro com vetores area v, v,

—

Vg€ Vg ==V, — V.~ Vg
h) Das igualdades de area temos |vg| = |v;] = S; e |[v,| = |[v,| = S,. Assim, ¥ = v, + v, é a diagonal de um losango e a rotagdo
de 180° em torno de ¥ leva vy em v, e v, em v,. Vejaque v, + v, = —v, — vy, = — e a transformagdo também leva v,
em v, e vice-versa.

Dessa forma, (v, v, v, v4) € levado em (v, v, 74, V2). Pelo que vimos anteriormente o tetraedro é unicamente determinado pelos

vetores v, e 0 tetraedro resultante é congruente ao original. Com isso, os tridngulos ABC e ABD sdo congruentes e os tridngulos
ACD e BCD também sdo congruentes.

Critérios de correcéo

Item a: 0,8 ponto

« Usar as propriedades do produto vetorial para chegar em % -BC x (BA—BD) = § - BC x DA ou equivalente............ 0,4 ponto
« Concluir gue a soma € igual 80 VELOT NUID ........eciiiiiiiiiie ettt st e s e et et sr e besaeere e e et e neenrenes +0,4 ponto
Item b: 0,6 ponto
e Notar que H = AB - COS 0 OU BQUIVAIENTE ........cuiiviiiitiieiiiite ittt ettt ettt r et b e et sb et sb e b sne e 0,4 ponto
© CONCIUIT @ UBMONSIFAGAD .....viveitieteeie etttk ettt stttk b ettt es e e b e bt eb £ e b e e bt e s e et e b e eb e eb e e b e eb e e s e e b e beeb e ebeebeebe e e et e nbeere et +0,2 ponto
Item c: 0,6 ponto
* Escrever 0 det M usando 0 ProAULO ESCAIAE .........ocviiieii ettt e s e st e s e e s te e beeteenaeaneesraenreens 0,2 ponto
* Escrever o det M usando 0 produto escalar € 0 produto VELOFIAl............ooviiiiiieiicicce e e +0,2 ponto
@ CONCIUIT @ DEIMONSIIAGED ...ttt ettt b etk b et b bt b bt b e bt e bt e b b e b e e bt e bt e b et et s b et e st ebe b e bt e b n e +0,2 ponto
Item d: 0,6 ponto
« Usar a definicéo de adj(M) para concluir qUe U, - U] = I;j = 0 cocooviiieiiieieeeee s 0,4 ponto
*Usar w, L e, L v para conCluir que U, Il (T X Ug) = Ty Il By ovveerereeeneereiieeseeieeeeisssisesesieessises s +0,2 ponto
Item e: 0,6 ponto
« Usar a definicdo de adj(M) para CONCIUIr QUE T, - X; = BV c.vvcuiiiiiiiiieee ettt 0,2 ponto
e Usar 0 item b para 0bSEIVAr QUE X, - T, = =3V ittt bbbt bbbt b e +0,2 ponto
» Usar o paralelismo e as duas equagdes para CONCIUIT QUE Uy, = —2 * T} evervrrererurrerereseereesseseisssssessssesesssssessssesesssssessssesens +0,2 ponto
Item f: 0,6 ponto
* Aplicar det(A - B) = det A - det B N2 eqUaGaA0 da A (M) ....cocerveeiirieieie ettt sttt st se ettt seeneas 0,2 ponto
« Concluir que det(adj(M)) = (AEtM)Z ...t +0,2 ponto
L 0] F U= W 0 1= (4 A0 L TR +0,2 ponto
Item g: 0,6 ponto
* Notar que 0S T, deterMiNamM @ GAJ (M) ....cccociiiiiiiieieieieeeeeie ettt bbb a e st sttt bbbt s e e et bbbt bebetis 0,2 ponto
o NOtar @ Adj (M) GEIEIMING @ M ......ceiuiieieiieiiee sttt sttt sttt et e s e e be st e s e e be st e seebe s e beebe st eseabe s esesbe st eresbe st eneetesens +0,2 ponto
o Notar que M determing 0 TEIFABAID . .......c ui ittt bttt b bbb e bt bt e st et et sb e e besbeebeeseeneeaeneeneas +0,2 ponto
Item h: 0,6 ponto
* Notar que v, € 1evado emM g OU BQUIVAIENTE .......cvoueuierieeiiiciirisssie ettt ne s nnsnnenas 0,2 ponto
» Usar o fato de o tetraedro ser unicamente determinado PEIOS T, w.vvvrvvivirereeieeeirieieieenenisisessseseseesereesesessssssssssssesssesesesesens +0,2 ponto

* Concluir da congruéncia dos tetraedros que as faces ABC € ABD S80 CONQGIUENTES ........ccvrveeeierierienienenieeeeeerenee s +0,2 ponto




